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Diese Arbeit behandelt das Interpolationsproblem fiir allgemeine nichtlineare
Kiassen von Spline-Funktionen, welche u.a. gewisse exponentielle, trigono-
metrische und rationale Spline-Funktionen enthalten und Kombinationen
dieser Typen zulassen. Die Spline-Interpolierenden werden dabei durch Differen-
zierbarkeitsforderungen festgelegt und sie sind eindeutig bestimmt. Die Existenz
der Interpolierenden wird fir den Fall der Interpolation der Werte glatter
Funktionen bei kleinen Stiitzstellenabstinden bewiesen; gleichzeitig ergeben sich
Aussagen iber die numerische Berechnung und das asymptotische Verhalten
der Interpolierenden bei kleinen Stiitzstellenabstinden. Fiir spezielle Klassen
wird das Interpolationsproblem auf eine Optimierungsaufgabe zuriickgzefhrt
und ohne Voraussetzungen {ber die Stitzstellenabstinde gelost.

1. BEZEICHNUNGEN UND PROBLEMSTELLUNG

Gegeben sei ein Intervall [a, b] ==: I der reellen Zahlen R mit einer
Zerlegung

a - Xy <l X <l <l X, = b, ()

und #n -+ 1 nicht notwendig paarweise verschiedene Klassen 7, ... 7T,
von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f mit offenen Definitions-
bereichen D, in R.

Al (T, ...., T,)-Spline auf der Zerlegung (1) wird jede Funktion /= C*a. b}
bezeichnet, deren Restriktionen f; 1= f'| [x; , x;,,] fiir j = O,..., n die Gestalt

Jix) = a; + bix + ti(x) (xe[x;, x4 (2)

mit Funktionen ¢, € 7, N C*[x;, x; ,] haben.
Sind ferner zu einer Zerlegung (1) reelle Zahlen y,...., v,., gegeben,
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sowird ein (7, ..... T)-Spline f(x) aut [ interpolicrend zu v, ..... 1,y genannt.
wenn
Sy v 0 5w (3

gilt. Zusatzbedingungen der Form

(@) G
()
fi¢hy: b
bow. ‘
ey - d.
{3
17(b) b

werden als Randbedingungen erster bzw. zweiter Art bezeichnet.

Dic Verwendung verschiedener Klassen 7 bei ciner festen Zerlegung (1)
macht es moglich, fiir jedes Teilintervall [x; . x, ;] einer anderen Funktionstyp
zu spezifizieren und dadurch die Flexibilitit der Interpolation zu erhéren.

Duas Ziel dieser Arbeit ist es, fiir moglichst grofe Klassen T, Aussagen
tiber Existenz. Eindeutigkeit und Konstruktionsverfahren fir interpolierende
(T, ... T.)-Splines mit Randbedingungen erster oder zweiter Art zu
vorgegebenen Werten ..., 1, . @. b herzuleiten. Fir lineare Klassen
der Form

T = {egdx) | oday(x)y ood =R

mit testen Funktionen g,, g, ¢ C?a. b] ist dieses Problem im Fall
7, T,-- - T, Tinnerhalb der bisherigen Literatur unter schwachen
Voraussetzungen an g, und g, behandelt worden {1]. [2]. [4]. Der Spezialfall
=

e f
! Pecd

Tooo T Noood !

findet sich in der Dissertation der Verfassers [S]. [6]: in [7] ist der Fali
Ty - T, Hee' o.ode R

numerisch angewandt, aber nicht theoretisch untersucht worden.
Um diese Klassen einheitlich in den Griff zu bekommen, wird folgender
Begrifl eingefiihrt.

Devinvimion L. Eine Klasse 77 von zweimal stetig  differenzierbaren
Funktionen / auf offenen Teilmengen D, von R heilBt schwach reguldr,
wenn fir jedes Paar f, g aus T die Funktion 7 - ¢” aut jedem Teilintervall
von D, N D, hochstens eine Nullstelle hat. sofern /- ¢ nicht identisch
verschwindet.

Einige Beispiele schwach reguldrer Klassen sind in Tabelle 1 aufgefiihrt.
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2. Dir ElNpEUTIGKEIT VON (T, ..., 7,)-SPLINE-INTERPOLIERENDEN

Sarz 1. Sind die Klassen T, ...., T, schwach regulir, so sind (T, ..... 7))
Spline-Interpolierende bei festen Randbedingungen crster order weiter Art
tnd festen Vorgaben i, ... V.1 cindeutig bestinumnt.

Beweis. Es seien f. g interpolierende Splines. Dann hat f/* — g” in [a. b]
mindestens # - 2 Nullstellen und wegen der schwachen Regularitdt der 7,

ailt /2 g auf einem Teilintervall [x;. x, ;]. Damit kann die Behauptung
wie in [6] induktiv bewiesen werden.

3. REGULARE FUNKTIONENKLASSEN

DeriNniTiON 2. Eine Klasse 7 von zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen / auf offenen Teilmengen D, von R wird translationsinvariant
genannt, wenn fiir jede Funktion f'e 7 und jedes ¢ ¢ B auch die Funktion

JAx) == fle - o)

in 7 liegt. Translationsinvariante schwach reguldre Funktionenklassen
werden als reguldr bezcichnet.

Fiir translationsinvariante Funktionenklassen ist das Interpolations-
verhalten vom zugrundeliegenden Intervall unabhingig.

Zu jeder schwach reguliren Funktionenklasse 7 gibt ¢s eine Funktion r,
sodalifiralle fe Tund allex ¢ R, 2, > O mit [x. x - 1] C D, die Beziehung

HX Dy e - b fT Iy - Al

fiir alle /1 € [0, h,] gilt.
Ist 7T zusétzlich translationsinvariant. so hat man fur jedes f& 7T, jedes
¢ & R und jedes x € R die Gleichungen

fAx e ) o= flx ol
= R Dy, I ), S0 )
S P(X el Y e ) fx e )
P e Ty [T = By, FTOL .

und es folgt, daf3 r nicht vom ersten Argument abhingt.
Fiir reguldre Klassen 7 ergibt sich dadurch. dal3 die Gréfien

: ( l (fly — Ny) ,,,_/‘(x)) I};‘B%(ﬂ'\. C) — )

hy N hy

Ll e cmy =)~ fom)

hy N hy wto iy~ h
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nur von f'(x - ), f"(x) und /1, abhdngen: mithin existiert eine Funktion
plr.z. M), so daB fur alle f& T ound alle x < {a, b}, & - 0. fir die [x. x © /]
in D, liegt, die Bezichungen

! (j(.\' )

- P L ) ptre L i) (6)

Lol ) - fly) . ) -
- ('/—( ! 7—7/7 Jix fix /7)) pU L Yy - D

gelten. Die Funktion p wird im folgenden als charakteristische Funktion
der reguldren Klasse T bezeichnet. Die Definition von p ist so angelegt,
dal} sich in den Beispiclen der Tabelle 1 die Formeln (6) und (7) ohne
Fallunterscheidung ergeben.

TABELLE i

Bemerkungen: (1) Fur ¢ I und v z 0 beachte man (10, (2) Dic Klasse der

Funktionen ¢ - sin(ux + ) lalt sich linear durch ¢ -sinuv und ¢ - cos ux erzeugen.

Klasse 77 ply, = 0 Zulissigkeit von
.
(c,deR) (r: - ) (. b, vy, 2)
et ,;-; Ar i Tog ) sgn oy S¢gn 1
log? v

- gt | YT AU B

oy 4 d)y T T T e T stets, falls o 20+ 1ow - ]
lu g2 z
ueR SEN Y Sgn Z sonst
u S0, 1.2
[

cloglx + d) ER Sen ¥ osgn =z

sin yh - ul - cos uh wh — sin uh
-— stets

csinfux + d) z

e R
w0

w*h? sin uh W sin wh

Die spezielle Wahl des Vorzeichens in (7) sichert ferner, daB fiir jedes
fe T und jedes x aus dem Definitionsbereich D, von f die Grenzwerte

l;ln(} p(f(x = ). (2, ) (8)



NICHTLINEARE KLASSEN VOXN SPLINES 177

und
lim p(f ), 706~ b ) 9)

existieren und gleich ! /"(x) sind; man kann also

PUET), FU(x) 0) o= 1 (x) (xeD,. fcT) (10)
setzen.
4., GLEICHUNGEN FUR DIE INTERPOLIERENDEN
Es sei feine (T ..... T,)-Spline-Interpolierende zu den Werten 1 ..... Vit
auf einer Zerlegung der Form (1); ferner seien 75 ..., T, reguldr,

Mit &, == x;.{ - x; bilde man die Differenzenquotienten

A L’“"/;;E' (0. (I
g A Ay (12
i i1

Aus den Eigenschaften

Slx) v
SilX) = ¥
S ) == e ) O o1
S = Fialxg) = My (00 j o).

(0 j-om,
(13)

schlieBt man durch elementare Rechnung unter Benutzung der Gleichungen
(6) und (7) und der Bezeichnungen in (11)-(13) auf die nichtlinearen
Gleichungen

(/]. L

/

By A2v == by py (M My ) 2y p UM M) (14

fur je{l,...,n in den Grollen M, = f"(x,). Dabei sei p, die charakte-
ristische Funktion von 7.
Aus einer Randbedingung der Form (4) folgen die zusidtzlichen Gleichungen

) Ay —d ; -
A2y = Lhw— = pol My, My . hy), (15)
a
[ 1 s
A.‘:’:‘])' = é TAIL} pn(/"{n - "‘/{n 1> —/11/)~ (16)
Setzt man A_, := 0 =:1,,,. so haben obige Gleichungen ebenfalls die

Form (14).
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Randbedingungen der Form (5) duBlern sich dadurch, dal3 im System (14)
die Groflen M, und M, , durch & und 4" fixiert sind. Somit hat man im
wesentlichen cin nichtlineares Gleichungssystem (14) zu losen.

Durch elementare Rechnung bestitigt man ferner. dal} die abgeleiteten
Gleichungen auch hinreichend sind, wenn man an eine Losung (M, ..., M, )
von (14) die folgende Forderung stellt.

DermviTioN 3. Das Quadrupel (x;, x.., . M, . M, ) heldt zuldssig fir 7
fallseinf; = T existiert mit [x, . x; ] C D, und 7)) M, T ) = M
ZusammengefaBt erhidlt man.

SATZ 2. Fir regulire Klassen Ty ... T, ist f=C*a.b] genau dann
(T, ..... T))-Interpolierende zu den Werten v, ... Vo auf der Zerlegung (1)
unter den Randbedingungen (4) ader (5). wenn ein Vektor (M ... M, o R

existiert mit M, — f"(x;y und
(D) Ay ,x o M oM )y = RY ist zuldssig fir 7,0 - j n).
(2) es gelten die Gleichungen (14) fiir | ... .
(3)  bei Randbedingungen (4) gelten (15) und (16).

(4)  bei Randbedingungen (3) gilt M, -~ & und M, b

5. GLATTE REGULARE FUNKTIONENKLASSEN

Um schirfere Aussagen Uber die charakteristische Funktion p zu erhalten.
hat man erhdhte Differenzierbarkeitsforderungen zu steflen.

DEeriNnITION 4. Eine reguldre Klasse 7 wird glatt genannt., wenn gilt

(1) die Elemente /' von 7 sind in ihrem Definitionsbereichen dreimal
stetig differenzierbar und /® verschwindet in keinem Teilintervall von R
identisch, falls / nicht identisch verschwindet.

(2) die charakteristische Funktion p von T ist in ihrem Definitions-
bereich zweimal stetig partiell differenzierbar.

(3) es gilt

ep v, 2, f
him P 21 -0 (17)
h=0 (4/1 (SO A A )]
fiir alle f'e T und alle xe D, .
Die in Tabelle 1 aufgefiithrten reguldren Funktionenklassen sind glatt.

Fiir alle Elemente f ciner glatten reguldren Funktionenklasse 7 und
alle x aus dem Definitionsbereich von f erhidlt man durch Differentiation
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von (6) und (7) nach /4, Division durch /' (x) und Grenziibergang # — 0
die Aussagen

. op(y, z, h 1

hm _[.’('}%.—_2 = —,

#10 ¢y (" s n) 17 () 1) 6 (18)
i ep(y, 2, hy | 1

im ——==2 = =

hl0 &y lor om0

Durch Differentiation von (6) und (7) nach x und Einsetzung von (18)
ergibt sich ferner

. op(y, z 1
i 200 2 1) y
0 CZ W =h), F(xy, n) 3 (19)
. op(y, z, h) 1
llm —_ = =.
#l0 oz @) Gerh) -3

Diese vom Punkt x unabhéngigen Aussagen werden im folgenden Abschnitt
benotigt.

6. (Ty,..., T,)-SPLINES BElI KLEINEN STUTZSTELLENABSTANDEN

Um asymptotische Aussagen iiber (T, ,..., T,,)-Splines fiir kleine Stiitz-
stellenabstdnde zu gewinnen, wird im folgenden von einer Funktion
ge C¥a, b) und einer Zerlegung (1) des Intervalls [a, b] ausgegangen.
Durch eine Folge von Zerlegungen

a=x)<xf<-<xk ,=b meN, m=n
mit
ko, k k. k Lk s -
x5 = a, Xnro = b, h" = X, — x5, —1 < j<n + 1,
hy i= max I, lim#A, =0
0<j<<nmy k>

und {x; ..., Xni1s C{xg%5ers xi‘;ﬁl} fir alle ke N wird die Zerlegung (1)
verfeinert.

Gefragt ist nach der Existenz von (7T,,..., T,’fk)—Splines Jfr unter den
Interpolationsbedingungen

Sulxi®) = g(x;*) O<j<nm+1

und den Randbedingungen

@)= g'a),  fi'(b) = g'(h) (20)
oder
fila) = g'a),  fib) = g"(b) (21)

640/8/2-6
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fiir hinreichend grofie k, wobei T* - - T, gilt, sobald [x/*, x},{]in [x,.x, ]
liegt und die Klassen 7, ..., T,, glatt und reguldr sind. Gleichzeitig mtetesmert
das Konvergenzverhalten der Funktionen f, fur A -~ > und dic numerische
Berechnung der /. .

Dazu wird der Konvergenzsatz von Kantorowitsch fiir das Newton-
Verfahren (vgl.u.a. [3]) zur Losung des Gleichungssystems (14) herangezogen.

Als Startwerte fir das Newton-Verfahren bieten sich dic aus zweiten
Differenzenquotienten abgeleiteten Grolen

i I

i1 P i i

. 2 gyl ) gl gy gy )
[-U R . s i b & j & J s
! b h ( )

(1 Jon . ke R

2"(a) falls (21) gefordert,
M =
/72 (g(\l )/z T vl g’(a)) falls (20) gefordert,
0 0
2"(h) falls (21) gefordert,
koo
171171/ 1 - 2 ) ’ Q(b) U(\i;l)
i (g( I e ) falls (20) gefordert
an. Definiert man Vektoren M* .-~ (M, ... “/ e R und bildet die
Funktionen

gj"'(Mk) L )\j,‘.ﬂ?-—](/"{)]‘url . M- hi) I/«;"P_J/l(AM.;I’:—l MY - ﬁDf/g

firj = 1,....n, mit
AR s ~/?§£ ! w1 — A Di g M) (22)
! f?j:’ L ' '
sowie
ei gy 0 falls (21) gefordert,
g (M) T A pHMME, MyF, hgt) — LME falls (20) gefordert,
{0 falls (21) gefordert,

k kY.
Enonn{ M) 1= tph (My , My .y, —hy) — M, ., falls (20) gefordert

so hat man das (14) entsprechende nichtlineare Gleichungssystem

g M¥y =0 O - jn+ 1) (23)

zu losen.



NICHTLINEARE KLASSEN VON SPLINES 181

Um die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens zu sichern, ist von der Funktion
g und den Klassen Ty ,..., T,, folgendes zu verlangen.

DeFINITION 5. Gegeben sei eine Zerlegung (1), eine Funktion g € C?[a, b]
und glatte reguldre Klassen 7y ..., T,,. Dann wird g als (7 ..., 7',)-zuldssig
bezeichnet, falls fiir alle r € {0,..., #} eine offene beschrinkte Umgebung K,
von g"([x,, x,.1]) und ein /i, > 0 existiert, so dafl die charakteristische
Funktion p, von T, auf der Menge K, x K, x [-~h,. h,] definiert und
dort zweimal stetig differenzierbar ist.

Wird g als (7 ,..., T,,)-zuldssig vorausgesetzt, so sind die p;* fiir geniigend
groBe k auf Umgebungen der Punkte (M, M7, —h*)und (M%,,, M}, h")
definiert und zweimal stetig differenzierbar und das Newton-Verfahren
kann gestartet werden.

Um die Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir geniigend grolie &
nachzuweisen. werden zunichst die GroBen g;“(M*) = g (M., My |,
untersucht.

Zu gegebenem € >0 kann man wegen der gleichmidBigen Stetigkeit
der p, auf K, X K, x [~h,, hy] nach (10) ein 8 > 0 angeben, so daB fiir alle
re{0,.,n und alle (y,z,) ek, <K, X [~hy.h] mit [y —z1 <8
h < & die Abschdtzung

3

Jpr(v}” Z, h) '* ;Z 1 < 6//2
gilt. Fiir alle £ mit

max | MFE, — M| <8, h, <38

0slj= ny,
hat man wegen A;* + u;¥ = | die Abschidtzungen
| gMMP)] < e
fiir j = 0,..., n; + L. Also gilt
| g M (MY = o(1)  fir k— oo.

ma
O=2j< np+t

Die Funktionalmatrix G¥(M) := (ég;*/¢M;), ; ist tridiagonal und hat an der
Stelle #* in der jten Zeile die Elemente

og* Y epiay, 2, ) ‘
OM;_y in* ! oy Wk ik —nt )
og;t ok op; 4y, 2z, h)
! ¢z %1 k)
4o ﬂ’_@_z_@l o
(R1% .\ 57 0 )
og* w2 h) ]
oMy it ! g (0 L0 R o
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Also ist wegen der Beschrinktheit der partiellen Ableitungen der Funktion
p. auf K, < K, < [~hy, h] die Zeilensummennorm der Matrix G*(3*)
gleichmiBig beschrankt fir & -» oc. Auf Grund von (18), (19), und (22)
streben die GroBen

og* og;* ogi” .
~ e — - i 1 </ n,
¢ Mi £t & Mj o g o ‘Mj :l |VI’ ( ¥ y, ) (24)

gegen den Wert § . Bei Forderung von (21) kann man die Funktionen g,
und gy ., streichen; bei Forderung von (20) strebt (24) gegen { auch fiir
j=0und fiir j = n, 4 1. Somit ist die zugrundeliegende Funktionalmatrix
flir & — oo diagonaldominant; daraus folgt (vgl. etwa [1, p. 21])

lim (G (%) < 6

in der Zeilensummennorm.
Da auch die zweiten Ableitungen der g% beziiglich & gleichmaBig
beschrankt sind, ist der Satz von Kantorowitsch anwendbar und es folgt

Satz 3. Sinddie Klassen T, ..... T, glatt und reguldr und ist die Funktion g
auf (1) (T, ,..., T,)-zuldssig, so konvergiert das Newton-Verfahren zur Losung
der Gleichungen (23) fiir geniigend grofe k bei Verwendung des Anfangsvektors
M* gegen eine Losung M".

Ferner gilt eine Abschiitzung der Form

sup [ M/ — My —0  fir k— o0 (25)

0= jsin,

Um damit eine Konvergenzaussage formulieren zu koénnen, wird eine
schwach reguldre Klasse T zweimal stetig differenzierbarer Funktionen f
auf offenen Definitionsbereichen D, in R steif genannt, wenn ein € >- 0
und ein K > 0 existiert, so dal fiir alle fe T, alle x € D, und alle 4. § mit
0 <& < h - eund [x, x - A] in D, die Abschiatzung

x4 8) —fIo) o K =y — fr ol K =1 (26)
gilt. Ist /" monoton fir alle fe T, so ist T steif mit K = 1.
Setzt man zusdtzlich voraus, daB die Klassen T, ..., T, steif sind, so

erhilt man fur alle x aus I zundchst

LX) - LT g = M M M MG - fi (27)
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wobei der Index j so gewihlt sei, dall x;* der grofite unterhalb x gelegene
Punkt der Zerlegung ist. Da der letzte Term in (27) mit (26) durch
K- M} — M, bzw. durch

KO M — M5 M M My = M)

majorisiert wird, erhdlt man unter Verwendung des Stetigkeitsmoduls
w(g”, 8) von g” insgesamt

(1/K) 1 g7(x) — fi(x) < 2w(g”, 3h) =3 ,sup | M — M (28)

und es folgt die gleichmiBige Konvergenz f] — g” in |. Durch Integration
von (28) ergibt sich

Satz 4. Sind die Klassen T, ,..., T, steif und gelten die Voraussetzungen
von Satz 3, so hat man das Konvergenzverhalten

1 =0 = othz™  i—=0,1,2

in der Tschebyscheff-Norm.

7. ERZEUGENDE FUNKTIONEN

DeriNITION 6. Gegeben seien eine schwach reguldre Klasse 7 und eine
Funktion ge C%D,) mit einer offenen Menge D, C R. Ferner sei g” auf
jedem Teilintervall von D, streng monoton. Mit der Funktion

Ty = ___,_,L.’__,_._ =1 p — "-1(
Pol 3. 2) &) = @ (g(g" () — g(g"(2))

— (g"U(y) — g"H2) g'(g"H2)) (29)

fiir alle y, z aus Teilintervallen von g"(D,) und p(y, z, /) 1= p,(y, z) mogen
die Gleichungen (6) und (7) fiir alle fe T gelten.

Dann heilit g Erzeugende von T und 7 wird als von g erzeugt bezeichnet.
Ferner werden schwach regulire Klassen erzeugbar genannt, wenn sie im
Sinne dieser Definition eine Erzeugende besitzen.

Beziiglich der Existenz erzeugbarer Klassen verifiziert man elementar den

SATZ 6. st g C¥D,) eine Funktion gemdf3 Definition 6, so gelten (6)
und (7) fiir alle Funktionen der Form f(x) = g(x +—d) mit de R, wobei
ply, z. h) == p v, 2) zu setzen ist.
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Hat p,( v, z) die Figenschafi
pler, ezy —epfy. z) (30)
fir alle v, z, c € R, sofern v, z und cy. cz in je einem Teilintervall von ¢"(D,)

liegen, so gelten (6) und (7) bei Setzung p(y, z, h) 1 pv. 2y fir die
Funktionenklassen

{f1fx) == cglx — d). c.de R (31)
und

{f fixy - glex —d). c.de R (32)
Ist iiberdies g ¢ CHD,) und sind die Klassen (31) bzw. (32) schwach regulir,
so sind (31) bzw. (32) reguldire glatte steife von g erzeugte Klassen.

Fiir von einer Funktion g € C¥D,) erzeugte schwach reguldre Klassen 7,
laBt sich die Bestimmung einer (7, ..... T,))-Spline-Interpolierenden auf
einer Zerlegung (1) auf ein nichtlineares Optimierungsproblem zuriickfiihren.
Mit den Bezeichnungen von Abschnitt 1 bilde man

D2 = (h; 4 - hy 432y (0 :.j=ln+ 1)

und die Funktion

n - _ . nl
E(Z) = Z h, g-(“—ii)——g:*(z'—) — Z D2z, (33)

i=0 “ivl T4 i

fiir Vektoren Z = (z,...., Z,.,) € R""* aus der Menge
Dy :={ZeR"? z,,..., z,,, aus einem Teilintervall von D,;. (34)

Durch Differentiation von £ nach den z; ergibt sich, daB3 die Gleichungen
(14) bzw. (15) und (16) die Gestalt

6E pon " -5 |
z; (g ij(M())’“-v g 71(M1H—1)) - 0 (0 S‘:j SR 1) (35)

haben und somit stationdre Punkte der Funktion £ zu Losungen des
Interpolationsproblems fithren und umgekehrt.
ZusammengefaBt erhilt man.

SATZ 7. FEs sei T, eine von einer Funktion ge C¥D,) erzeugte schwach
reguldre Klasse. Dann gilt: Die Funktion fe C?a, b) ist genau dann eine
(T, ,..., T,)-Spline-Interpolierende zu den Werten y ..., yn,y, @', b auf (1) unter



NICHTLINEARE KLASSEN VON SPLINES 185

den Randbedingungen (4) order (5). wenn ein Vektor Z = (z, ..... Zhog) € Dg
existiert mit
(D (x;. X, . 8"z, &'(z;0)) ist zuldssig fiir T, fiir O - j = .
(2)  Z ist stationdrer Punkt von E. wobei die Argumente z, und =, .
(a) bei Forderung von (4) frei rariabel sind und
(b)  bei Forderung von (5) durch g” Ya") und g"-(b') fixiert sind.

Auf Grund von Satz 7 liegt es nahe, fir spezielle Klassen 7, die Funktion £
auf Maxima bzw. Minima zu untersuchen. Ist die Existenz eines Maximums
bzw. Minimums auf Dy gesichert, so kann die Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems (3) durch Maximierung bzw. Minimierung von E mit
Hilfe einer der bekannten Methoden durchgefiithrt werden. Da nach Satz |

keine weiteren stationdren Punkte existicren, treten bei der numerischen
Durchfithrung solcher Verfahren keine wesentlichen Schwierigkeiten auf.

8. SPEZIELLE FUNKTIONENKLASSEN
Fiir gewisse erzeugende Funktionen g(z) wird im folgenden die Funktion

E(Z) auf Minima bzw. Maxima untersucht. Dies geschieht dadurch, dal} die
Beschrianktheit der Mengen

K, :=:{Ze D¢l E(Z) = ¢! und K= :={ZecDgl E(Z) - ~c¢} (36)
fir ¢ > 0 nachgewiesen wird.
BeispieL 1. g(z) == z% 1 ke N, D, = R. Mit
h = min #h, (37)
0:=ljn

folgt fiir alle Z € K, und alle j € {0,..., n} die Abschitzung

7. — . n+l
¢ =EZ)>h 5%Q~%fﬂ -y D, (38)
“iet T =i P

Da die Ungleichung

241 27041
a —b ~. 2k
= d
a—b

elementar verifiziert werden kann, ergibt sich

fur alle A bhbeR

ni-1
B Z )2k < ¢+ Dz,

{=0

und die Beschrdnktheit von K, ist bewiesen.
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Fiir die folgenden Funktionenklassen ist die Zuldssigkeit der Quadrupel

(x;.X;. (. M, M, Yeiner Losung M = (M, ... M, .,) von (14) dquivalent
zu
sgn My = - - osgn M, .. (39)

Daher miissen alle D, mit gleichem Signum vorgegeben werden und man
hat E auf der Menge der Z< R"™2 mit sgn g’(z;)  sgn D2 fir alle
i,j€4{0,...,n - 1} zu untersuchen. Deshalb wird D2 = O0firj . O...n -1
im folgenden vorausgesetzt.

BEISPIEL 2. g(z) -~ €® D,= R oder g(z) =z, D,= R- 1 -{zeR,z = 0},
u 2
Mit den Bezeichnungen

. N 2 D - 2
iz min, DA Di=3 D
j=0
Z:= max z;, gi== _min  z
Q= jelntl - O-7jntd

folgt fiir alle Z € K, aus (33) analog zu (38)

¢z 3 898D py (40)

& =

wenn man Z - 0 annimmt und z’ 1= min(0, 3) setzt. Aus (40) ergibt sich
weiter

hg(Z) < (c -+ DI}z — =) -+ hgl2)
“e+ DEE + lz) + b

Da aus (33) im Falle 3 << 0 auch

c=—Dg—(D—D):Z
folgt, hat man
Diglsic+(D— D)z (41)
Damit erhilt man
hg(2) <5 ¢y + oz + 32t mit ¢y, ¢y, ¢y > 0

und es ergibt sich die Beschrinktheit von z. Auf Grund von (41) ist auch
: 2z | beschrankt.
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BEISPIEL 3. g(z) = 2", | << u < 2, z > 0. Aus (33) folgt fiir alle Z= K,

=

wegen der Monotonie der Differenzenquotienten
Dz ¢ —(b—a) u‘:,(ull)’

woraus die Beschrianktheit von K~ folgt.

Aus Satz 6 ergibt sich, daf} alle Funktionen der Form cg(z + ) bzw.
glez -~ d)mit ¢, de R, ¢ # 0 aus schwach reguldren Klassen (31) bzw. (32)
die betreffenden Klassen erzeugen. Daher kann man sich bei der Unter-
suchung der Funktion E jeweils einen geeigneten Vertreter dieser Klassen
heraussuchen. Da allerdings schon die Vereinbarung D > 0 getroffen
wurde, hat man wegen der Zulissigkeitsforderung in Satz 7 darauf zu
achten, daf3 g und D, so gewihlt sind, daB} ¢"(z) = 0 auf D, gilt.

BEISPIEL 4.

(a) g(z) = (—z)*, u < 0, z << 0 oder
(b) g(z) = —log(--z2), z < 0 oder
(€) glz) = —(—zy, 0 <u<1,z<0.

Die Negativitit der z; fiir Z € K, liefert nach (38)

V/

Fiir die g(z) mit Singularitdten im Nullpunkt hat man noch Z mit (38)
abzuschitzen:

¢ > bg_(L;f’g;'! -, £2) ~1g(11)’

wenn man ohne Einschrinkung 0 > Z >> —1 annimmt. Damit folgt
- . c
g2 < (=D + 4

und man hat in den Féllen (a) und (b) eine EinschlieBung der Form
—(lje) < z; < —e <0

fur alle Z == (zy ,..., Zpy1) € K, .

Insgesamt sind also eine Reihe nichtlinearer Spline-Interpolationsprobleme
nach Zuriickfiihrung auf eine Optimierungsaufgabe durch Minimierungs-
verfahren eindeutig 1osbar.
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