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ROBERT SCHABACK

IIIS/irlir liir lIumerische /lild illsrrumell1elle Mathemarik
Ullil'ersitiit i'v/iillsrer, 4400 IWiillsrer, Wesl Germally

Comm/lilicarcd hy LOI/wr Collal::

DEDICATED TO PROFESSOR 1. J. SCHOENBERG

ON THE OCCA5101\ OF HIS 70TH BIRTHDAY

Diesc Arbeit behandclt das Interpolationsproblell1 flIr allgemeine nich1.lincarc
Klassen von Spline-Funktionen, welche u.a. gewisse exponentielJe, trigono
Il1ctrische und rationale Spline-Funktionen enthalten und Kombinationen
diesel' Typen zulassen. Die Spline-Interpolierenden werden dabei durch Ditferen
zicrbarkeitsforderungen festgelegt und sie sind eindeutig bestimll1t. Die Existenz
del' Interpolierenden wird flir den Fall der Interpolation del' Werle glatter
Funktionen bei kleinen StCltzstelienabstiinden bewiesen; gleichzeitig ergebcn sich
Aussagen Libel' die numerische Berechnung und das aSyll1ptotische Verhal1.en
del' Interpolierenden bei kleinen Stutzstellenabstanden. FClr spezielle Klassen
wird das Interpolationsproblell1 auf eine Optill1ierungsaufgabe zuruckgefiihrt
und ohne Voraussetzungen Libel' die SWtzstellenabstiinde gelost.

I. BEZEICHNUNGEN u:-,;n PROBLEMSTELLUNG

Gegeben sel ein Intervall [a, h]
Zerlegung

a

: J der reellen Zahlen IR: mit emer

... <: Xr/-j-l == b,

und 11 1 nicht notwendig paarweise verschiedene Klassen 7;, ,.... Tn
von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen.r mit offenen Deflnitions
bereichen Df in lR.

ALi (To ,... , T,,)-Spline auf der Zerlegung (I) wird jede Funktionf-= CZ[a. b]
bezeichnet, deren Restriktionen I > f I [Xj • X j f 1] fur.i c= 0, ... , 11 die Gestalt

~(X) = a j + bix + tJx)

mit Funktionen t i E T i n C2[Xj , Xj, 1] haben.
Sind femer zu einer Zerlegung (I) reelle Zahlen )'0'"'' Flit 1 gegeben,
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St) \\i;'d cin (1'11 ....• T,,)-Splinef(x) auf I interpolierend zu .I'll' ... \'" I genannt.
wenn

)',1

gilt. Zusatzbedingungen der Form

('(a) (/ .

f'(h) h

bz\" ,
/"(a) a.

f"(h) h.

/I I) (3)

(4)

( ))

\\erden als Randbedingungen erster bzw. lweitcr Art bezeichnet.
Die Verwendung verschiedener Klassen 1', bei ciner festen Zerlegung (I)

macht cs moglich. fUr jedes Teilintervall [x, ..\'" 1] ciner anderen Funktionstyp
zu spezitizieren und dadurch die FlexibilitM der Interpolation zu erharen.

D:\, Ziel dieser Arbeit ist es, fUr moglichst gro[\e Klassen 1', Aussagen
iiber Existenz. Eindeutigkeit und Konstruktionsverfahren fLir interpolierendc
(T" ..... T" )-Splines mit Randbedingungen erster odcr zweiter Art Zll

vorgegcbenen Werten )'11 ..... )'" I. a'. h' hcrzuleiten. Fi'lr lineare Klassen
del' Form

mit !esten Funktionen gl' gz eZ[a. h] ist dieses Problem im Fall
T" 1'; T" T innerhalb der bisherigen Literatur unter schwachen
\(1r~iUssetzungen an g\ und gz behandelt worden [I]. [2]. [4]. Der Spezialfall

T"
\ C

I X d
Lei

findet sich in del' Dissertation del' Vcrfassers [5], [6]: in (7] ist del' Fall

T" (l'e'" c. d

numerisch angewandt, abel' nicht theoretisch untcrsucht worden.
um diese Klassen einheitlich in den Griff zu bekommen, wird folgender

Begri!f eingefUhrt.

[)LFI'iITION I. Eine Klasse l' von zweimal stetig dilferenzierbaren
Funktionen f auf offenen Teilmengen D, von !R: heiL\t schwach regular.
wenn fur jedes Paarf: g aus T die Funktion.r g" auf jedem Teilintervall
von D, (\ DOl h6chstens eine Nullstelle hat. sofern 1 g nicht identisch
verschwindet.

Einige Beispiele schwach regularer Klassen sind in Tabelle I aufgefiihrt.
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2. DII EIT\D[UTlGKEIT VOT\ (To ,.... T,,)-SPLlT\E-INTERPOLlEREi\iD[1\
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SA rz I. Sind die Klassen T" .... , Tn sc!lII'ach regular, so sind ( 7~, .... , Tn)
Spline-Interpo/ierende bei Iesten Randbedingungen erster order ;:Il'eiter An
/ll1dfc'sten Vorgaben .I'll ..... .1'" 1 eindelllig hestillllllt.

Bell'eis. Es seienj, g interpolierende Splines. Dann hat/" g" in [a, h]
111 indestens n 2 N ullstellen und wegen der schwachen Regularitiit der T,
gilt f g auf einel11 Teilintervall [x" X, 1]' Damit kann die Behauptung
wie in [6] induktiv bewiesen werden.

3. REGULARE FUT\KTlO"ENKLASSLT\

DEFINITI01': 2. Eine Klasse T von zweimal stetig di/fercnzierbaren
Funktionen f auf o/Tenen Teill11engen Dr von [R; wird translationsinvariant
genannt, wenn n.ir jede FunktionfE T und jedes cH auch die Funktion

f;·(x): fix - c)

in T liegt. TransJationsinvariante schwach reguliire Funktioncnklassen
wcrden als regular bezcichnet.

FUr translationsinvariantc Funktionenklasscn ist das Interpolations
vcrhalten yom zugrundeliegenden IntervaJl unilbhiingig.

Zu jeder schwach regularen Funktioncnklasse T gibt cs cine Funktion r,
so da/3 fUr allefE T und aile x H,ho 0 mit [x. x 17 0 ] C D, die Beziehung

lix h)

fLi r aile 17 E [0, hll ] gilt.
1st T zusatzlich translationsinvariant. so hat man fUr jedes f T, jedes

c fcC [R; und jedes x E IR die Gleichungen

f;(x . c 11) fcY h)

- r(.Y, ho , f"(.y ho), f"(x), h)

r(x c, 170 ,f;~(.y - c hn),('(.Y

r(x c, lin, f''(.y ho), f"(x), h).

c), Ii)

und es folgt, da/3 r nieht yom ersten Argument abhangt.
Flir reguliire Klassen T ergibt sich dadurch, daB die Gral3en

I
lim ----I (f(x ho)
'" () 11 0 I'

hn) -- fix))

hoi - fix))

. I .
lun -I (f(x
",0 I

11) -- fCy)))

1(1')))
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nur von f"(x hll)' l"(x) und hll abhangen;
p( .1'. :. h), so daB fur aile I T lind aile x
in Dr liegt, die Beziehungen

mithin cxistiert eine Funktion
[a, hI, h O. flir die [x. x h]

I \j(\ h) j(.\)
f'(x)l p( 1"(\ h) . ("(x), Iz)

Iz h
(6)

I (j(Y h) j( .\)
1'(\ h)) p(j"(y). f"(.\ 11), h) (7)

Ii Ii

gelten. Die Funktion p wird im folgenden als charakteristische Funktion
der reguHiren Klassc T bezeichnet. Die Delinition von /) ist so angelegt,
daB sieh in den Beispielen der Tabelle I die Formeln (6) und (7) ohne
Fallunterseheidung ergeben.

TAHELLE I

Betnerkungen: (1) FijI' l" lund y - 0 beachre l11al1 (10). (2) Die Klassc der

Funktionen e' sin(ux -]- iI) l~iBt sich linear durch ('. sin 1/.\' und ( cos I/X erzeugen.

Klasse T

(C, dE IR)

CC"·,

{ilr, ~, Ii)

- (e
log'c

log 1")

Zul~issigkeit \on

(lI, Ii, y,::;)

sgn .1' sgn z

C(X -i. iI)"
1/(1/

r'l./(I/-:':\ u(rl,'(H':..!)

------'--_.

I) (e"" I)'

I)
stets, fa Ils 1/ 2117 1.1/

1/ E IR
1/ 0, 1. 2

(' log(x [- iI)
rl"~ r -+- ~r . log I'

----" -"._---------
(1 1"13)'

sgn y sgn z sons t

sgn ~

(' sin(lIx + iI)

1/ C IR

1/ °

sin lilT -- I/IT . cos 1/11 I/IT sin I/IT

'1/'11' si~h - - +';/Wsj~lIh stets

Die spezielle Wahl des Vorzeiehens in (7) siehert ferner, daB flir jedes
f E T und jedes x aus dem Definitionsbereieh Dr von f die Grenzwerte

lim p( f"(x
hlO .

h), f"(x), h)



1\ICHTUNEARE KLASSEN vO:\ SPU,\ES

und
lim p( rCy), ('(x - h). h)
II,(} - .

existieren und gleich U"(x) sind; man kann also

177

(9)

setzen.

pU"Ly), f"(x). 0) :c= U"(x) (x E f), . I" T) (10)

4. GLEICHUNGEN FUR DIE INTERPOUERENDE)\

Es sei f eine (To ..... T,,)-Spline-Interpolierende zu den Werten.1'11 ..... .1'" i I

auf einer Zerlegung der Form (I); femer seien Til ,... , Ttl regular.
Mit hi = XiI Xi bilde man die Differenzenquotienten

Ll 11', .

Aus den Eigenschaften

.l'J! 1 ~- YJ
h,

Ll/J - Ll)IJ
-~~~--

(0

( 1 i

II).

1/) .

(I I)

(12)

.0x,)

f/X'f tl
I/(Xj 1)

IS'(x" \)

JJ I

t",lYi \)

.r j(X,.,1) = M j ' l

(0 j /I),

(0 I).
(13)

/I ---

(0 i /I ).

schliel3t man durch elementare Rechnung unter Benutzung der Gleichungen
(6) und (7) und der Bezeichnungen in (II )-(13) auf die nichtlinearen
Gleichungen

fUr j c {I,. .. , n} in den Gral3en M k c= j"(xd. Dabei sei p, die charakte
ristische Funktion von T i .

Aus einer Randbedingung der Form (4) folgen die zusatzlichen Gleichungen

17' -- Llnly
Ll~ lY := -"'--- Pn(A4" , :H" 1, -hn)·

hn

( IS)

( 16)

Setzt man 11_ 1 := 0==: h
'
''I' so haben obige Gleichungen ebenfalls die

Form (14).
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Randbedingungen der Form (5) iluBern sich dadurch, daB im System (14)
die GraBen Alo und /vl l1 , 1 durch a' und h' flxiert sind, Somil hat man im
wesentlichen ein nichtlineares Gleichungssystem (14) zu li)sen.

Durch elemenlare Rechnung bestiitigt man ferner. daB die abgeleiteten
Gleiehungen aueh hinreichend sind. wenn man an eine U)sung (Ylo ..... M" 1)

von (14) die folgende Forderung stellt.

D[FINITIO~ 3. Das Quadrupel (x, ..Y,. I. :VI;, :\1,

falls ein/; T; existiert mit [x) . Xi, d c: D
rj

undt;(x,)
ZusammengefaBt erhalt man.

,) heiGl zulilssig flir r
lI;. r:(x; d .tt 1

SATZ 2. Flir regulare Klassen 7;1 ,.... T" isl f C~[a. b] genau dann

(To •...• TTl )-Jnlerpolierende zu den Werlen Yo •.... .1'" . 1 aul del' Zerlegung (I)
un IeI' dell Randbedingungen (4)oder(5). \l'enn ein Veklor(;Vl o ..... M",) Nil:.'
exislierr mil ;'vI, fN(xi) und

(I) (x;. 'Y"1 • ill! . !'vI, I) ITtI iSI zulassigjiir T, (0 In).

(2) es gelren die Gleichungen (14) jiir j I ..... n.

(3) bei Randhedingungen (4) gellen (15) und (16).

(4) hei Randbedingungen (5) gilt iVlo (I' lind J/ II . 1 h'.

5. GLATTE REGULARL FU,\K'IIONENKLASSLN

Um sehiirfere Aussagen liber die eharakteristisehe Funktion p zu erhalten.
hat man erhohte Differenzierbarkeitsforderungen zu stellen.

DEFINITION 4. Eine regulare Klasse T wird glatt genannt. wenn gilt

(I) die Elemente f von T sind in ihrem Deflnitionsbereichen dreimal
stetig differenzierbar und p:l ) versehwindet in keinem Teilintervall von H
identisch. falls f nieht identisch versehwindet.

(2) die charakteristische Funktion p von T ist in ihrem Definitions
bereich zweimal stetig partiell ditferenzierbar.

(3) es gilt

o ( 17)

fur aile f E: T und aile x E: Dr .
Die in Tabelle I aufgefUhrten reguliiren Funktionenklassen sind glatt.
Fur aile Elemente f einer glatten regularen Funktionenklasse T und

aile x aus dem Definitionsbereich von f erhalt man durch Differentiation



NICHTLINEARE KLASSEN VON SPLINES 179

von (6) und (7) nach h, Division durch (l3)(X) und Grenzubergang h~ 0
die Aussagen

I
' cp(y, z, h) I _ 1
1m r~ -- -,

hW cy «('Cr+/i),f"(xl.h) 6

r cp(y, z, h) I 1
hill ay IU"(X').t"L,+h),,-h) 6'

(I8)

Durch Differentiation von (6) und (7) nach x und Einsetzung von (18)
ergibt sieh femer

(19)

Diese vom Punkt x unabhiingigen Aussagen werden im folgenden Absehnitt
benotigt,

6, (To ,.. " T,,)-SPLINES BEl KLEINEN STUTZSTELLENABSTANDEN

Urn asymptotisehe Aussagen tiber (To ,... , Tn)-Splines fUr kleine Sttitz
stellenabstiinde zu gewinnen, wird im folgenden von einer Funktion
gEC2 [a,b] und einer Zerlegung (I) des Intervalls [a, b] ausgegangen.
Dureh eine Folge von Zerlegungen

n,c ~ n,

mit

X~k+2 = b, hj
k := Xj'_'l - xl, -1 ~ j ~ 11k -+- 1,

hie := O!,mXnk hi, ~i~ hie = 0

und {xo ,... , xn+1} C {xo""., X~k+l} fUr aIle kEN wird die Zerlegung (1)
verfeinert.

Gefragt ist naeh der Existenz von (To
l
., ... , T,;')-Splines fk unter den

Jnterpolationsbedingungen

,ii/x/) = g(x/)

und den Randbedingungen

,ilc'(a) = g'(a),

oder

f{(a) = g"(a) ,

640 /8/2-6

.f~'(b) = g'(b)

f{(b) = g"(b)

(20)

(21)
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fUr hinreichend grol3e k, wobei T,f T, gilt, sobald [x,f, x~n] in [x" x, I]
liegt und die Klassen T" ,... , T" glatt und regular sind. Gleichzcitig interessiert
das Konvcrgenzverhalten del' Funktionent; fur 1,+ '.J:' und die numerische
Berechnung derj;..

Dazu wird del' Konvergenzsatz von Kantorowitsch fLir das Newton
Verfahren (vgl. u. a. [3]) zur Uisung des Gleichungssystems (14) herangezogen.

Als Startwerte fUr das Newton-Yerfahren bieten sich die aus zweiten
Differenzenquotienten abgeleiteten Gro[3en

')

( I

g(x/) gLx< 1) )-----hl,-- ._--
J I

Ai"i,
2 -g(x/,) -- g(x./)-_. (--_.. :---_._--

hoi. hOi,

falls (2 J ) gefordert,

g' (a)) falls (20) gefordert,

niTk
lVl nk t 1

g"(b)

2 '
';1,- (g'(b)

'Hk

falls (21) geforden.

falls (20) gefordert

an. Definiert man Vektoren MI
Funktionen

(M,/, '00.' M;;, 1) E lRil l .. ~ und bildet die

fiir.i ~ I '00" 17k mit

sowie

,\, I" •
J •

h~' 1

7i l. hI"
j 1 }

I.p.; I - X/" (22)

falls (21) gefordert,
falls (20) gefordert,

falls (2\) gefordert,
}]Y!;;k' l falls (20) gefordert

so hat man das (14) entsprechende nichtlineare Gleichungssystem

(0 .i 17k + I) (23)

zu losen.



NICHTLINEARE KLASSEN VON SPLINES 181

Urn die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens zu sichern, ist von der Funktion
g und den Klassen To ,... , Tn folgendes zu ver/angen.

DEFINITION 5. Gegeben sei eine Zerlegung (I), eine Funktion g E C2[a, b]
und glatte reguliire Klassen T.J '00" Tn. Dann wird gals (T., '00" T,,)-zulassig
bezeichnet, falls fUr aile r E {D,oo., n: eine offene beschrankte Umgebung K,
von g"([x r , x rn ]) und ein ITo D existiert, so daB die charakteristische
Funktion PI' von T,. auf del' Menge K,. K,. x [-ITo, ITo] deliniert und
dart zweimal stetig differenzierbar ist.

Wird gals (To "00' Tn)-zulassig vorausgesetzt, so sind die p/ fill' genilgend
groBe k auf Umgebungen del' Punkte (JI;J/" AI~~l' -h/) und (1f[~':H' l'V/, IT/)
definiert und zweimal stetig differenzierbar und das NewtonooVerfahren
kann gestartet werden.

Urn die Konvergenz des Newton-Verfahrens fUr genilgend gral3e k
nachzuweisen. werden zunachst die GraBen g/(jfJf.) = g/'Uf10

1·,oo., AI:~k+l)

untersucht.
Zu gegebenem E > 0 kann man wegen del' gleichmiil3igen Stetigkeit

del' p, auf K r X K, x [-ho , ho] nach (10) ein 8 > Dangeben, so daB fill' aile
r E {D, ... , n} und aile (y, z, 11) EK r Kr x [-110 , ho] mit I y .- z I < 8,
h 8 die Abschiitzung

I prey, z, h)- ~z I < E/2
gilt. Fill' aile k mit

hat man wegen ,\/ + /1-/ = I die Abschiitzungen

! g/(jfJf.) I :'( E

fUr j = 0, ... , n" + 1. Also gilt

}l1ax Ig/(JI;Jk) I = 0(1)
O',J>n",l

fill' k --->- w.

Die Funktionalmatrix Gf'(M) := «(}g//iJM,)i,J ist tridiagonal und hat an del'
Stelle 1ft" in del' jten Zeile die Elemente

og/ I - A k (JPj-l(Y, z, h) I
8M,'_1 iJ" - j --~-v-- ('\1-" "f k _I" )'

~ - 1 j __ l'lV J' t J - 1

8g/ I = Ali °Pj_l(y,z,h) I
8M} M k

) OZ (M~_l.M;'.-h~_l)

L k 8p;(y, z, h) I
I iL, OZ -k- k k'

(Mjl,M j .h j )

8g/ I _ k 8p;(y, z, IT) I--- -- iLj •
8Mj +l ,iJ k oy (M~+l,M;'.+h/)
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Also ist wegen der Beschranktheit del' partiellen Ableitungen der Funktion
p, auf K, K, [-110 , ho] die Zeilensummennorm der Matrix GI'(llJI,)

gleichmaBig beschrankt fUr k ~ x. Auf Grund von (18), (19), und (22)

streben die GraBen

cg; I..

IM I'

.-!}g/
l,w l

i;.g/
1,11'eMi oMi -1 aM;;1

(I j IItJ (24)

gegen den Wertt . Bei Forderung von (21) kann man die Funktionen g/
und g~,,+l streichen; bei Forderung von (20) strebt (24) gegen k auch fUr
j = 0 und fUr .i = nk 1. Somit ist die zugrundeliegende Funktionalmatrix
fUr k -+ OC) diagonaldominant; daraus folgt (vgl. etwa [1, p. 21])

lim II(GI,) 1 UvI")! 6
k--'Y

in der Zeilensummennorm.
Da auch die zweiten Ableitungen der g/ bezUglich k gleichmaBig

beschrankt sind, ist der Satz von Kantorowitsch anwendbar und es folgt

SATZ 3. Sind die Klassen To ,... , Til glatt und regular und ist die Funktion g
auf (l) (To ,... , Tn)-zulassig, so konvergiert das Newton- Verfahren zur Losung
der Gleichungen (23) fur genugend grof3e k bei Verwendung des Anfangsvektors
Mk gegen eine Losung 1~/.'.

Ferner gilt eine Abschatzung der Form

sup I M/- AI/'!-+O
O~;:jo:_:_: 11};

fur k --+ C1J. (25)

U m damit eine Konvergenzaussage formulieren zu kannen, wird eine
schwach regulare Klasse T zweimal stetig differenzierbarer Funktionen f
auf offenen Definitionsbereichen Dr in IR steif genannt, wenn ein E 0
und ein K> 0 existiert, so daB fur aile f E T, aile x E Df und aile h. 0 mit
o 0 h E und [x, x I- h] in Dr die Abschatzung

:!"(X -+ 0) - !"(X)I Klf"(x 11)-- !,,(x)l, K (26)

gilt. 1st!" monoton fur aile f E T, so ist T steif mit K = I.
Setzt man zusatzlich voraus, daB die Klassen To ,... , Ttl steif sind. so

erhalt man fur aile x aus 1 zunachst

. g"(x)- f%(x)! g"(X) - ivI/, .. ! M/- n(x). (27)
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\vobei der Index j so gewiihlt sei, daB xl der groBte unterhalb x gelegene
Punkt der Zerlegung ist. Da der letzte Term in (27) mit (26) dureh
K· AI/' -. JIj'.l I bzw. dureh

K( AI/, - M/ .' 1M!'
, j liiI;'j 1 -- M;' I 1 )

majorisiert wird, erhiilt man unter Verwendung des Stetigkeitsmoduls
w( g", 0) von g" insgesamt

3 sup I M/ -- AI/' r (28)
o::~ i'C:;: nl,;

und es folgt die gleiehmiiI3ige Konvergenz 17. --+ g" in I. Dureh Integration
von (28) ergibt sieh

SATZ 4, Sind die Klassen To " .. , Tn steil und gelten die Voraussetzungen
von Satz 3, so hat man das Konvergenzverhalten

i~' 0, 1,2

in der Tschehyschejj:Norm.

7. ERZEUGENDE FUNKTIONEN

DEFINITION 6. Gegeben seien eine sehwaeh reguHire Klasse T und eine
Funktion g E C 2(Dg) mit einer offenen Menge D g C IR. Ferner sei g" auf
jedem Teilintervall von D" streng monoton. Mit der Funktion

pgCr, z) = (g"-l(y) ~ g"-1(Z»2 (g(g"-l(y» -- g(g"-l(Z»

- (g"-l(y) _ g"-l(Z» g'(g"-l(Z») (29)

fUr alle y, z aus Teilintervallen von g"(Dg ) und p( y, z, h) : = pu( y, z) mogen
die Gleiehungen (6) und (7) fUr aile 1 E T gelten.

Dann heif3t g Erzeugende von T und T wird als von g erzeugt bezeiehnet.
Ferner werden sehwaeh reguliire Klassen erzeugbar genannt, wenn sie im
Sinne dieser Definition eine Erzeugende besitzen.

Beziiglich der Existenz erzeugbarer Klassen verifiziert man e1ementar den

SATZ 6. 1st g E C2(D y ) eine Funktion gemiij3 Definition 6, so gelten (6)
und (7) fur aile Funktionen der Form fIX) = g(x -!- d) mit dE lit wobei
p( y, z. h) p,,( y. z) zu setzen ist.
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Hat p,,( r, z) die Eigenschafi
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p,,(cy, cz) cp,,(y. z) (30)

fur aIle )'- z. c E R solern y, Z lind CI'. cz in ie einelll Teilintl:'rrall ron g"(D,,)
liegen, so gl:'lten (6) lind (7) !Jl:'i SetzlIng ply, Z, h): p,,(r. z) /lir die
Funktionenk lassen

U!I(x) cg(x d), c. dE 1R11 (31 )

und

U fIx) g(cx d), c. dE 1R1}. (32)

lst tiberdies g c C4(D,,) und sind die Klassen (31) bzw. (32) sclnVClch regular,
so sind (31) bzw. (32) regulare glaffe steile von g erzellgte Klassen.

FUr von einer Funktion g E C2(D,,) erzeugte schwach regulare Klassen T"
laBt sich die Bestimmung einer (T" ,.... T,J-Spline-Interpolierenden auf
einer Zerlegung (I) auf ein nichtlineares Optimierungsproblem zurUckfUhren.
Mit den Bezeichnungen von Abschnitt I bilde man

(0 i n + I)

und die Funktion

fUr Vektoren Z (Zo •... , Zn+1) E 1R1/1;2 aus der Menge

(33)

DE := {Z E IR1n !~, Zo •... , Z"H aus einem Teilintervall von Dill. (34)

Durch Differentiation von E nach den Zj crgibt sich, daB die Glcichungen
(14) bzw. (15) und (16) die Gestalt

cE . "-l(M) "-l(M» ,-, 0--;-(g o,···.g u+l-'
GZj

(0 j n i· I) (35)

haben und somit stationare Punkte der Funktion E zu Losungen des
Interpolationsproblems fiihren und umgekehrt.

ZusammengefaBt erhiilt man.

SATZ 7. Es sei Til eine von einer Funktion g E C~(D!I) erzeugte schwach
reguliire Klasse. Dann gilt: Die Funktion IE C 2 [a, b] ist genau dann eine
(Tg , ... , T,,)-Sp/ine-interpolierende zu den Werren Yo ,... , Y"Il' a', b' auf( I) unter
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den Randbedingungel1 (4) order (5), wenl1 ein Vektor Z .~ (:" " .. , ::." j) E DE
exist iert mit

(I) (Xi. X" 1 ,g"(z;l, g"(z;! 1)) ist zulassigfur T,Jur ° j n,

(2) Z ist stotionarer PUl1kt I'On E, wohei die ArgUl)/ente :(1 und :", I'

(a) bei Forderung I'On (4).!'rei cariabel sind lind
(b) bei Forderung I'On (5) durc!7 g" l(a') und g" I(h')jixiert sind.

Auf Grund von Satz 7 liegt es nahe. fur spezielle Klassen T'I die Fllnktion E
auf Maxima bzw. Minima zu untersuchen. 1st die Existenz eines Maximums
bzw. Minimums auf DE gesichert, so kann die Uisung des nichtlinearen
Gleichungssystems (3) durch Maximierung bzw. Minimierung von Emit
Hilfe einer der bekannten Methoden durchgefUhrt werden. Da nach Satz I
keine weiteren stationiiren Punkte existieren, treten bei der numerischen
Dllrchfiihrung solcher Verfahren keine wesentlichen Schwierigkeiten auf.

8. SPEZIELLE FUNKTIONENKLASSEN

Fur gewisse erzeugende Funktionen g(z) wird im folgenden die Funktion
E(Z) auf Minima bzw. Maxima untersucht. Dies geschieht dadurch. daG die
Beschriinktheit der Mengen

c) und ~c: (36)

fur c 0 nachgewiesen wird.

BEISPIEL I. g(z) C.c Z2/, 1. k fCC N. D'I == 1ft Mit

b ~= min hi
O<: .. j---:11

folgt fUr aile Z fCC K" und aile j fCC {O,,,., n] die Abschiitzung

(37)

c ?: E(Z)

Da die Ungleichung

g(Zjl) ~- g(zJ ,,+1
h ---~.-- ~ ~ D 2Z~ ;;.
- Zi-f-l - :j i _,0

(38)

fUr aile

elementar verifiziert werden kann, ergibt sich

b(!i Z 1)2k
Ul-l

c·.:.. I D;2z;
1=0

und die Beschriinktheit von K c ist bewiesen.
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Fur die folgenden Funktionenklassen ist die ZuHissigkeit der Quadrupel
(x;, X j l' M" AI; \) einer Lasung M ([I:to , ... , M,,\) von (14) aquivalent
zu

sgn /W"l . (39)

Daher mUssen aile D;2 mit gleichem Signum Yorgegeben werden und man
hat E auf der Menge der 7", 1R"2 mit sgn g"(z;) sgn D/ fUr aile
i.jE{O, ...• 11 J;zuuntersuchen.DeshalbwirdD;2 Ofiirj O,. ... n! 1
im folgenden vorausgesetzt.

BEISPIEL 2. g(z) eZ
, D" = IR oder g(z) == z''. D" IR o. {z fo IR. z OJ,

u 2.
Mit den Bezeichnungen

f): min D/,
o~:- j ,::. n 1 1 .

D2
"

folgt fUr aile Z E K c aus (33) analog zu (38)

. g(z)- g(z')
c ?!J -:=. z'- 15z, (40)

wenn man z
weiter

o annirnmt und z' : = min(O,~) setzt. Aus (40) ergibt sich

bg(z) (c 15z)(z - z') bg(z')

(c + 15z)(z

Da aus (33) im Faile ~ < 0 auch

c -[)g-(D-f))z

folgt, hat man

Darnit erhalt man

J) I g I < c+ (D - f)) z. (41 )

bg(z)

unci es ergibt sich die Beschranktheit von z. Auf Grund von (41) ist auch
g I beschrankt.
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BEISPIEL 3. g(z) ::", I < 1I < 2, Z O. Aus (33) folgt fUr aile Z= K,
wegen der Monotonie der Differenzenquotienten

woraus die Besehriinktheit von K c - folgt.
Aus Satz 6 ergibt sieh, daB aIle Funktionen der Form eg(z -+ d) bzw.

g(ez: d) mit e, dE IR, e cF 0 aus sehwaeh reguliiren Klassen (31) bzw. (32)
die betreffenden Klassen erzeugen. Daher kann man sieh bei der Unter
suehung der Funktion E jeweils einen geeigneten Vertreter dieser Klassen
heraussuehen. Da allerdings schon die Vereinbarung D,:2 > 0 getroffen
wurde, hat man wegen der Zuliissigkeitsforderung in Satz 7 darauf zu
aehten, daB g und Do so gewiihlt sind, daB g"(z) 0 auf D" gilt.

BEISPIEL 4.

(a) g(z) = (-z)", 1I < 0, z < Ooder

(b) g(z) = -log( --z), z < Ooder

(c) g(z) = -(-z)1I, 0 < 1I < I, z < O.

Die Negativitiit der Zj fUr Z E KG Iiefert naeh (38)

e:?: Dlgj.

FUr die g(z) mit Singularitiiten im Nullpunkt hat man noeh z mit (38)
abzusehatzen:

e >: hg(z) - g(-I) > h g(z) - g(-l)
~ - ZT 1 ?' - 1 '

wenn man ohne Einschrankung 0 z > -I annimmt. Damit folgt

g(z) ~ g(-l) -+ ~

und man hat in den Fallen (a) und (b) eine EinschlieBung der Form

-(liE) < Zj < -E < 0

fUr aile Z =c (zo , ... , Zn+-1) E K c •

lnsgesamt sind also eine Reihe niehtlinearer Spline-Interpolationsprobleme
nach ZurUckfUhrung auf eine Optimierungsaufgabe durch Minimierungs
verfahren eindeutig IOsbar.
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